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1. [단답형] (15점) 좌표평면에서 곡선

X(t) = (2t− sin t, t sin t), 0 ≤ t ≤ π

와 x축으로 둘러싸인 영역의 넓이를 구하시오.

Solution

X(t)의 그래프를 그리면 다음과 같다.

x

y
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주어진 영역을 U라 하면 따름정리 15.5.0.4에 의해 U의 넓이는

−
ˆ
∂U

y dx =

ˆ π

0
t sin t(2− cos t) dt+

ˆ 2π

0
0 dx

=
9π

4
.
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2. [단답형] (20점) 위 아래가 잘린 원기둥면 S : x2 + y2 = 1 (−1 ≤ z ≤ 2)에 대하여 S 위의 점 (x, y, z)

에서 곡면의 향이 n = (x, y, 0)으로 주어질 때, 다음 벡터장 F의 곡면 S에 대한 면적분

¨
S
F · dS를

구하시오.

F(x, y, z) = (x+ eyz, y + exz, z + exy)

Solution

위 아래 원판을 포함한 곡면을 S0, 이로 둘러싸인 원기둥을 C0라 하자. 발산정리에 의해

9π =

˚
C0

3dV

=

˚
C0

divFdV

=

¨
S0

F · dS

=

¨
S
F · dS+

¨
x2+y2≤1

F(x, y, 2) · (0, 0, 1)dS +

¨
x2+y2≤1

F(x, y,−1) · (0, 0,−1)dS

=

¨
S
F · dS+

¨
x2+y2≤1

2 + exydS +

¨
x2+y2≤1

−(−1 + exy)dS

=

¨
S
F · dS+ 3π.

따라서, ¨
S
F · dS = 6π.
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3. (15점) 실수 0 < a < b와 좌표평면의 영역 T = {(x, y) : a ≤ x+ y ≤ b, x ≥ 0, y ≥ 0}에 대하여 다음
적분을 구하시오. ¨

T

x2 + y2

(x+ y)4
dx dy

Solution

G : R2 → R2를

G(u, v) =

(
u+ v

2
,
v − u

2

)
로 정의하자. 이때 G−1 : R2 → R2가

G−1(x, y) = (x− y, x+ y)

로 잘 정의된다. G,G−1가 모두 일급이므로 G는 일급가역함수다. U = G−1(T )라 하면

U =

{
(u, v) : a ≤ u+ v

2
+

v − u

2
≤ b,

u+ v

2
≥ 0,

v − u

2
≥ 0

}
= {(u, v) : a ≤ v ≤ b, −v ≤ u ≤ v}

이다. f(x, y) =
x2 + y2

(x+ y)4
에 대해

ˆ
T
f(x, y)dV =

ˆ
U
f(G(u, v))

∣∣detG′(u, v)
∣∣dV

=

ˆ b

a

ˆ v

−v

u2 + v2

2v4
1

2
du dv

=

ˆ b

a

2

3v
dv

=
2

3
log

b

a
.

채점기준

− 모범답안과 같은 풀이를 시도한 경우

• 일급가역함수로 치환적분을 시도하면 5점.

• 치환적분을 올바르게 적용하면 5점.

• 일급가역함수로 치환적분을 올바르게 적용한 경우 답이 맞으면 5점.

− 모범답안과 다른 풀이를 시도한 경우

• 옳은 답이 논리적으로 도출되면 15점, 아니면 0점.
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4. (20점) 극좌표계로 주어진 두 영역 A1 = {(r, θ) : r ≤ 1}, A2 = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 2 cos θ}에 대해 다음
적분을 구하시오. ¨

A1∪A2

√
4− x2 − y2 dx dy

Solution

¨
A1∪A2

√
4− x2 − y2 dx dy

=

¨
A1∪A2

√
4− r2 · r dr dθ

=

ˆ 2π

0

ˆ max(1, 2 cos θ)

0

√
4− r2 · r dr dθ

=

ˆ 2π

0

[
−1

3
(4− r2)3/2

]max(1, 2 cos θ)

0

dθ

=
16π

3
− 1

3

(ˆ π/3

0
8 sin3 θ dθ +

ˆ 5π/3

π/3
3
√
3 dθ −

ˆ 2π

5π/3
8 sin3 θ dθ

)

=
16π

3
− 4

√
3π

3
− 1

3

(ˆ π/3

0
8(1− cos2 θ) sin θ dθ −

ˆ 2π

5π/3
8(1− cos2 θ) sin θ dθ

)

=
16π

3
− 4

√
3π

3
+

8

3

([(
cos θ − 1

3
cos3 θ

)]π/3
0

−
[(

cos θ − 1

3
cos3 θ

)]2π
5π/3

)

=
16π

3
− 4

√
3π

3
− 10

9
.

채점기준

− 모범답안과 같은 풀이를 시도한 경우

• 극좌표로 치환하면 5점

• 적분 영역을 잘 나타내면 8점

• 극좌표로 치환한 뒤 적분 영역을 잘 나타낸 경우 답이 맞으면 7점

− 모범답안과 다른 풀이를 시도한 경우

• 옳은 답이 논리적으로 도출되면 20점, 아니면 0점.
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5. (20점) 좌표공간의 곡면 S : z = 4 − x2 − y2 (z ≥ 2) 에서 입체각 벡터장 A의 플럭스를 구하시오.

(단, 곡면 S 의 향은 n · k > 0 가 되도록 한다.)

Solution

곡면 S 와 S′ : x2 + y2 = 2 로 둘러쌓인 부분을 R 이라고 표기하자. 곡면 S′ 에서의 향 또한 n · k > 0

로 선택하자. 그러면

0 =

˚
R
div(A)dV (∵) div(A) = 0

=

¨
S
A · dS−

¨
S′
A · dS (발산 정리)

이기 때문에, 구하고자 하는 플럭스는

¨
S′
A · dS 와 같게 된다.

이제 곡면 S′ 은 X(r, θ) = (r cos θ, r sin θ, 2) (0 ≤ r ≤
√
2, 0 ≤ θ ≤ 2π) 로 매개화할 수 있고, 구하는

답은 다음과 같다.

¨
S
A · dS =

¨
S′
A · dS

=

¨
S′
A · (0, 0, 1)dS

=

¨
S′

z

(x2 + y2 + z2)
3
2

dS

=

ˆ 2π

0

ˆ √
2

0

2r

(r2 + 4)
3
2

dr dθ

= 2π

ˆ √
2

0

2r

(r2 + 4)
3
2

dr

= 2π

ˆ 6

4
u−

3
2 du

= 2π

(
1− 2√

6

)
.
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채점기준

− 다음 중에서 가장 많은 부분점수를 받을 수 있는 채점기준을 적용함.

− 발산정리 사용

• 발산정리를 올바르게 사용하여,

S에서의 플럭스 =

¨
S′

z

(x2 + y2 + z2)
3
2

dS

를 유도하면 7점.

• 나머지 풀이가 올바르면 13점.

− 입체각의 성질 사용

• 플럭스가 단위 구면에 맺힌 S의 상과 같다는 식을 세우면 7점. 이때, 단위구면에서의 넓이가

정확한 식으로 표현되어야 함.

• 나머지 풀이가 올바르면 13점.

− 그 외 풀이

• 옳은 풀이이면 20점, 아니면 0점.
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6. (15점) 안쪽에 원점을 포함하는 좌표평면의 단순폐곡선 C에 대하여 다음 적분을 구하시오. (단, C의

방향은 반시계방향이다.) ˆ
C

2xy dx+ (y2 − x2) dy

(x2 + y2)2

Solution

(1) 그린 정리를 쓴 풀이

벡터장 F =
1

(x2 + y2)2
(2xy, (y2−x2))에 대해, 주어진 적분은

ˆ
C
F ·ds와 같다. 한편 적당한 양수 ϵ이

있어서 반지름이 ϵ이고 중심이 원점인 원 Cϵ := {x2 + y2 = ϵ2} 바깥에 C가 있도록 할 수 있다. 이때

Cϵ의 방향은 반시계방향으로 정한다. 이제 Cϵ과 C로 둘러싸인 영역을 D라 하자. 그러면

rotF =
∂

∂x

y2 − x2

(x2 + y2)2
− ∂

∂y

2xy

(x2 + y2)2
= 0

이므로, 그린 정리에 의해 다음이 성립한다.ˆ
∂D

F · ds =
ˆ
C
F · ds−

ˆ
Cϵ

F · ds =
¨

D
rotFdV2 = 0.

따라서 Cϵ의 점을 X(t) = (ϵ cos t, ϵ sin t) (0 ≤ t ≤ 2π)로 매개화하면 구하는 값은 다음과 같다.ˆ
C
F · ds =

ˆ
Cϵ

F · ds =
ˆ 2π

0
F(X(t)) ·X ′(t)dt

=

ˆ 2π

0

(2 cos t sin t, sin2 t− cos2 t)

ϵ2
· ϵ(− sin t, cos t)dt

=

ˆ 2π

0

1

ϵ
(− sin t sin 2t− cos t cos 2t)dt = −1

ϵ

ˆ 2π

0
cos(2t− t)dt = 0.

(2) C를 매개화한 풀이

C를 X(t) = (x(t), y(t)) (0 ≤ t ≤ 1)로 매개화하자. 이때 x(t)와 y(t)는 조각적 일급인 연속함수이고,

x(0) = x(1), y(0) = y(1)이다. 그러면 구하는 적분은 다음과 같다.ˆ 1

0

2xy

(x2 + y2)2
· x′ + y2 − x2

(x2 + y2)2
· y′dt

=

[
2xy

(x2 + y2)2
· x+

y2 − x2

(x2 + y2)2
· y
]1
0

−
ˆ 1

0

[(
2xy

(x2 + y2)2

)′
· x+

(
y2 − x2

(x2 + y2)2

)′
· y

]
dt

= 0−
ˆ 1

0

(
2y

x2 + y2

)′
dt =

[
2y

x2 + y2

]1
0

= 0.

위 등식에서 둘째 줄은 부분적분으로 얻었고, 셋째 줄은 x(t)와 y(t)가 경계값이 각각 같다는 점에서

얻었다.

(3) 선적분 기본정리를 쓴 풀이

벡터장 F =
1

(x2 + y2)2
(2xy, (y2−x2))은원점을뺀곳에서잠재함수 f(x, y) = − y

x2 + y2
를가지므로,

닫힌곡선 C에서 선적분 기본정리를 쓰면 구하는 답은ˆ
C
F · ds =

ˆ
C
grad f · ds = [f ]∂C = [f ]∅ = 0.
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채점기준

다음 중에서 가장 많은 부분점수를 받을 수 있는 채점기준을 적용함.

− (1)과 같은 풀이를 시도한 경우

• rotF = 0임을 밝히면 5점.

• 충분히 작은 ϵ에 대해 C와 Cϵ이 영역 D의 경계가 되도록 D를 잘 정의하고 그린 정리를 올

바르게 적용하면 5점 (영역 D를 그냥 C의 내부로 잡은 경우, 원점에서 F가 정의되지 않기에

그린 정리를 쓸 수 없으므로 0점).

• 답이 맞으면 5점.

− (2)와 같은 풀이를 시도한 경우

• 곡선 C를 매개화하고 구하는 적분을 매개변수로 잘 나타내면 5점 (극좌표계 매개화 X(t) =

(r(t) cos t, r(t) sin t)는 표현하지 못하는 C가 존재하기에 0점).

• 계산을 정당화하고 답이 맞으면 10점. 답만 맞으면 5점.

− (3)과 같은 풀이를 시도한 경우

• F의 잠재함수를 구하면 5점.

• 선적분 기본정리를 올바르게 적용하면 5점.

• 답이 맞으면 5점.

− 모범답안과 다른 풀이를 시도한 경우

• 옳은 풀이이면 15점, 답만 맞으면 5점, 아니면 0점.
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7. (20점) 좌표공간의 영역 x2 + y2 + z2 ≤ 4 와 곡면 (x − 1)2 + y2 = 1 의 공통부분을 S 라고 할 때,

곡면 S 의 넓이를 구하시오.

Solution

곡면 S 는

X(θ, z) = (1 + cos θ, sin θ, z), 0 ≤ θ ≤ 2π, −
√
2(1− cos θ) ≤ z ≤

√
2(1− cos θ)

로 매개화 할 수 있다. 여기서 z 의 범위는 x2 + y2 + z2 ≤ 4 로부터 얻어진다. 따라서,

넓이 =

¨
S
1 dS

=

ˆ 2π

0

ˆ √
2(1−cos θ)

−
√

2(1−cos θ)
|Xθ ×Xz| dz dθ

= 2
√
2

ˆ 2π

0

√
1− cos θ dθ

= 2
√
2

ˆ 2π

0

√
2 sin2 θ/2 dθ

= 4

ˆ 2π

0
sin2

θ

2
dθ

= 16.

채점기준

• 매개화를 잘 하고, 적분식을 올바르게 세운 경우 7점 (매개화의 방법은 다양할 수 있다).

• 나머지 풀이가 올바르면 13점.
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8. (20점) 좌표공간의 곡면 S : x2+y2− z2 = 1 (0 ≤ z ≤ 1)의 향을 n ·k ≤ 0이 되도록 정했을 때 다음과

같이 주어지는 벡터장 F에 대하여 면적분

¨
S
F · dS를 구하시오.

F(x, y, z) = (x2,−y2, z2)

Solution

(1) 발산 정리를 활용한 풀이

다음과 같은 영역

B = {(x, y, z) | x2 + y2 − z2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}

을 생각하면, B의 경계는 세 곡면 S, S1 = {(x, y, 0) | x2 + y2 ≤ 1}, S2 = {(x, y, 1) | x2 + y2 ≤ 2}로
이루어진다. 그러면 발산 정리에 의해 다음이 성립한다.¨

∂B
F · dS =

¨
S
F · dS+

¨
S1

F · dS+

¨
S2

F · dS =

˚
B
divFdV3.

이때 S1의 방향은 n = (0, 0,−1)이고, S2의 방향은 n = (0, 0, 1)이다. 한편 divF = 2x − 2y + 2z이고

B는 두 평면 x = 0과 y = 0에 모두 대칭이므로,˚
B
divFdV3 =

˚
B
2x dV3 −

˚
B
2y dV3 +

˚
B
2z dV3 = 0− 0 +

ˆ 1

0
2z · (z2 + 1)π dz =

3

2
π

이다. 다음으로, S1에서는 F · n = z2 · (−1) = 0이고 S2에서는 F · n = z2 · 1 = 1이므로,¨
S1

F · dS = 0,

¨
S2

F · dS =

¨
S2

2 dS = 2π

이다. 따라서 구하는 답은 다음과 같다.¨
S
F · dS =

˚
B
divFdV3 −

¨
S1

F · dS−
¨

S2

F · dS =
3

2
π − 0− 2π = −π

2
.

(2) 곡면을 매개화하여 직접 면적분을 계산한 풀이

S를 X(z, θ) =
(√

1 + z2 cos θ,
√

1 + z2 sin θ, z
)
(0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π)로 매개화하면,

Xz =

(
z√

1 + z2
cos θ,

z√
1 + z2

sin θ, 1

)
, Xθ =

(
−
√
1 + z2 sin θ,

√
1 + z2 cos θ, 0

)
이므로

Xz ×Xθ =
(
−
√
1 + z2 cos θ,−

√
1 + z2 sin θ, z

)
이다. 이때 (Xz ×Xθ) · k = z ≥ 0이므로, 부호를 고려하면 구하는 면적분은 다음과 같다.¨

S
F · dS =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
F(X(z, θ)) · (−Xz ×Xθ)dθdz

=

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

(
(1 + z2) cos2 θ,−(1 + z2) sin2 θ, z2

)
·
(√

1 + z2 cos θ,
√
1 + z2 sin θ,−z

)
dθdz.

ˆ 2π

0
cos3 θdθ =

ˆ 2π

0
sin3 θdθ = 0이므로, 구하는 값은

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
−z3dθdz = −π

2
이다.
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채점기준

다음 중에서 가장 많은 부분점수를 받을 수 있는 채점기준을 적용함.

− (1)과 같은 풀이를 시도한 경우

• 영역 B를 잘 정의하고, 발산 정리를 올바르게 적용하면 8점.

•
˚

B
divFdV3을 맞게 계산하면 3점.

•
¨

S1

F · dS를 맞게 계산하면 2점.

•
¨

S2

F · dS를 맞게 계산하면 2점.

• 답이 맞으면 5점.

− (2)와 같은 풀이를 시도한 경우

• 곡면 S를 X(u, v) 꼴로 올바르게 매개화하면 5점.

• 매개화에 대한 법선벡터 Xu ×Xv를 맞게 계산하면 5점 (부호 틀리면 0점).

• 면적분 식을 u, v로 맞게 나타내면 5점 (부호 틀리면 0점).

• 답이 맞으면 5점.

− 모범답안과 다른 풀이를 시도한 경우

• 옳은 풀이이면 20점, 답만 맞으면 5점, 아니면 0점.
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9. (20점) 좌표공간에서 곡면 S : x2 + y2 + z2 = 4(z ≥ 0) 에 대하여 면적분

¨
S
z(xeyz + yexz + z3) dS

을 구하시오.

Solution

(발산정리 사용) 곡면 S 에서 법선벡터를 n 이라고 두면, n(x, y, z) =
1

2
(x, y, z) 이다.

벡터장 F 를 F(x, y, z) = 2z(eyz, exz, z2) 라고 정의하면,

¨
S
z(xeyz + yexz + z3) dS =

¨
S
F · ndS

=

¨
S
F · ndS +

¨
S′
F · ndS (S′ : x2 + y2 = 4, z = 0)

=

˚
R
div(F ) dV (R : x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0)

=

˚
R
6z2 dV

=

ˆ 2π

0

ˆ π
2

0

ˆ 2

0
6ρ4 cos2 ϕ sinϕ dρ dϕ dθ

= 2π

ˆ π
2

0

192

5
cos2 ϕ sinϕ dϕ

=
128

5
π.

세번째 등호에서 발산정리가 사용되었다.
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채점기준

− 다음 중에서 가장 많은 부분점수를 받을 수 있는 채점기준을 적용함.

− 발산정리 사용

• 발산정리를 올바르게 사용하여,¨
S
z(xeyz + yexz + z3) dS =

˚
R
6z2 dV

를 유도하면 7점.

• 나머지 풀이가 올바르면 13점.

− 스토크스 정리(또는 적분의 대칭성) 사용

• 스토크스 정리(또는 적분의 대칭성)를 사용하여,¨
S
z(xeyz + yexz + z3) dS =

¨
S
z4dS

를 유도하면 7점.

• S1과 S2에서의 면적분을 구하는 식을 정확하게 쓰면 9점.

• 답이 맞으면 4점.

− 그 외 풀이

• 옳은 풀이이면 20점, 아니면 0점.



미적분학2 기말고사 14

10. (20점) 좌표공간의 곡선 C(t) = (sec t, 0, t), −π

4
≤ t ≤ π

4
를 z축을 중심으로 회전시킨 회전면 S에

대하여 면적분

¨
S

(x, y, z)√
(x2 + y2 + z2)3

· dS를 구하시오. (단, 곡면 S의 향은 z > 0일 때 n · k < 0가

되도록 한다.)

Solution

(1) 입체각을 단위구면의 일부분의 넓이로 계산한 풀이
(x, y, z)√

(x2 + y2 + z2)3
는입체각벡터장이고, S의방향은원점으로부터바깥을향하므로,구하는면적분은

S의 입체각과 같다. S의 경계에서는
√
x2 + y2 =

√
2이고 |z| = π

4
이므로, S의 입체각은 단위구면의

일부분인

S2 ∩

{
(x, y, z) | − π/4√

2 + (π/4)2
≤ z ≤ π/4√

2 + (π/4)2

}

의 넓이와 같다. 교재 747쪽의 논의에 따라, 이 값은 2π · 2 · π/4√
2 + (π/4)2

=
π2√

2 + (π/4)2
이다.

(참고) 원점에서 S의 경계가 S에 가리지 않고 ‘보인다’는 점을 추가로 증명해야 한다. 다시 말해, 단

위구면의 일부분을 잡을 때 S의 ‘경계’의 정보를 쓰는 까닭을 서술해야 한다. 해당 사항은 채점하지

않았다.

(2) 닫힌 곡면의 입체각에서 계산하기 쉬운 면적분을 빼는 풀이

곡면 S에 다음과 같은 곡면

S1 =
{
(x, y, z) | x2 + y2 ≤ 2, z =

π

4

}
, S2 =

{
(x, y, z) | x2 + y2 ≤ 2, z = −π

4

}
을 이어붙인 닫힌 곡면을 T라 하자. 이때 S1의 방향은 n = (0, 0, 1), S2의 방향은 n = (0, 0,−1)로

준다. 그러면¨
T

(x, y, z)√
(x2 + y2 + z2)3

· dS

=

¨
S

(x, y, z)√
(x2 + y2 + z2)3

· dS+

¨
S1

(x, y, z)√
(x2 + y2 + z2)3

· dS+

¨
S2

(x, y, z)√
(x2 + y2 + z2)3

· dS

이므로, 구하는 면적분은 T의 입체각인 4π에서 S1과 S2의 입체각의 합을 뺀 것이다. 한편 대칭성에

의해 S1과 S2의 입체각은 같고,¨
S1

(x, y, z)√
(x2 + y2 + z2)3

· dS =

¨
S1

π/4√
(x2 + y2 + (π/4)2)3

dS

= 2π ·
ˆ √

2

0

π/4

(r2 + (π/4)2)3/2
r dr

= 2π ·
[
−π

4

(
r2 + (π/4)2

)−1/2
]√2

0

= 2π − π2/2√
2 + (π/4)2

이므로, 구하는 값은

4π − 2

(
2π − π2/2√

2 + (π/4)2

)
=

π2√
2 + (π/4)2

=
4π2

√
32 + π2

이다.
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채점기준

다음 중에서 가장 많은 부분점수를 받을 수 있는 채점기준을 적용함.

− (1)과 같은 풀이를 시도한 경우

• 구하는 답이 S의 입체각임을 밝히면 6점 (부호만 틀리면 6점).

• 넓이를 구하는 단위구면의 일부분을 정확하게 밝히거나, 그 영역의 넓이를 구하는 식 또는

방법을 정확히 쓰면 9점.

• 답이 맞으면 5점.

− (2)와 같은 풀이를 시도한 경우

• 답이 T의입체각(또는 4π)에서 S1과 S2에서의면적분을뺀것임을밝히면 6점 (부호만틀리면

6점).

• S1과 S2에서의 면적분을 구하는 식을 정확하게 쓰면 9점.

• 답이 맞으면 5점.

− 모범답안과 다른 풀이를 시도한 경우 (예를 들어, 직접 면적분을 계산한 경우)

• 옳은 풀이이면 20점, 답만 맞으면 5점, 아니면 0점.
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11. (15점) 좌표공간의 곡면 S : x2 + y2 + 4z2 = 1 (z ≤ 0)의 향을 n · k ≥ 0이 되도록 정했을 때, 벡터장

F(x, y, z) = (y, −x, zx3y2)에 대하여 면적분¨
S
curlF · dS

을 구하시오.

Solution

∂S는 (cos θ, sin θ, 0) (0 ≤ θ ≤ 2π)로 매개화 된다. 스토크스 정리에 의해¨
S
curlF · dS =

ˆ
∂S

F · ds

=

ˆ 2π

0
(sin θ,− cos θ, 0) · (− sin θ, cos θ, 0) dθ

= −2π.

채점기준

− 모범답안과 같은 풀이를 시도한 경우

• 스토크스 정리를 적용하면 5점.

• 향이 맞도록 ∂S를 매개화하면 5점.

• 스토크스 정리를 적용하고 향이 맞도록 ∂S를 매개화한 경우 답이 맞으면 5점.

− 모범답안과 다른 풀이를 시도한 경우

• 옳은 답이 논리적으로 도출되면 15점, 아니면 0점.


